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Розвинуто синерґетичну модель, що дає змогу представити економiчну структуру суспi-
льства i кризиснi явища в макроекономiцi. Показано, що детермiнована економiчна система
переходить до високопродуктивного стану, якщо купiвельна спроможнiсть перевищує критич-
не значення. Економiчну структуру суспiльства подано функцiєю розподiлу попиту, вигляд
якої задано стацiонарним розв’язком синерґетичних рiвнянь, доповнених стохастичними дже-
релами. Установлено, що iснування надзаможного прошарку можливо тiльки за наявности
кризових явищ, якi заважають розвитковi суспiльства протягом тривалого часу.
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ВСТУП

Останнiми роками спостерiгаємо значний розвиток
класичної економiки [1] за рахунок використання кон-
цепцiй i методiв, що початково були розробленi в при-
родних науках. Так, застосування статистичної фiзи-
ки дало змогу показати основнi особливостi економiч-
них крахiв, побудувати теорiю фiнансових ризикiв,
розвинути принцип формування оптимального порт-
феля, iнтерпретувати процеси змiни економiчних по-
казникiв й обмiнних курсiв валют [2–4].З iншого боку,
отримала поступ еволюцiйна економiка, яка спираєть-
ся на теорiю систем, що розвиваються, та на бiологiч-
ну еволюцiю [5,6].

Нарештi з’явилася синерґетична економiка [7, 8],
яка ґрунтується на теорiї вiдкритих систем та дозво-
ляє показати процеси самоорганiзацiї у фiзицi, хемiї,
бiологiї, соцiологiї i т. д. Таким чином, сформувався
новий напрямок — фiзична економiка [9] (фiзики вiд-
дають перевагу термiновi econophysics [2–4].

Одним iз основних результатiв фiзичної економiки
є з’ясування умов еволюцiї економiки до низько- або
до високопродуктивного стацiонарних станiв, з одно-
го боку, i опис картини переходу мiж ними (еконо-
мiчної кризи або економiчного дива), з iншого [10].
Вiдповiдно до типу стацiонарного стану формується
й економiчна структура суспiльства, за представляє
розподiл населення за лiквiдним накопиченням або iн-
шим показником. На основi соцiологiчних опитувань,
експертних оцiнок та iнших даних з’ясовано, що мож-
на видiлити низько- i високооплачувану групи насе-
лення, а також порiвняно нечисельний надзаможний
прошарок — так званий утiкаючий хвiст, прибутки й
накопичення якого настiльки великi, що обмежують-
ся державою або переводяться до iнших країн (вiдтiк
капiталу).

Запропонована стаття присвячена розвитковi най-
простiшої синерґетичної моделi, застосування якої до-
зволяє, за аналогiєю з теорiєю конденсованого середо-

вища [11], зобразити економiчну структуру суспiльс-
тва й умови реалiзацiї перехiдних явищ, наприклад
економiчної кризи. При цьому ми базуємося на систе-
мi Лоренца [12], яка вiдповiдає найпростiшому пред-
ставленню системи, що самоорганiзується [13].

Роздiл II присвячено дослiдженню функцiї попиту,
виробничої функцiї та умовної цiни, якi вiдiграють
роль параметра порядку, зв’язаного з ним поля та ке-
руючого параметра. Використання адiябатичного на-
ближення, в межах якого характернi часи змiни ви-
робничої функцiї та цiни набагато меншi вiд часу ре-
лаксацiї попиту, показує, що детермiнована економiч-
на система переходить до високопродуктивного стану,
якщо купiвельна спроможнiсть перевищує критичне
значення (його величина задається iнтенсивностями
зворотних зв’язкiв, якi визначають вплив виробничої
функцiї на швидкiсть змiни попиту, з одного боку, i
спiльний вплив попиту та цiни на швидкiсть змiни
виробничої функцiї, з другого).

Економiчну структуру суспiльства зображено (роз-
дiл III) функцiєю розподiлу попиту, вигляд якої за-
дано стацiонарним розв’язком рiвнянь Лоренца, до-
повнених найпростiшими стохастичними добавками у
виглядi бiлого шуму. Показано, що за умов адiябатич-
ного наближення стохастична система Лоренца зво-
диться до рiвняння Ланжев’єна з iнтенсивнiстю шу-
му, що залежить вiд величини попиту, який, таким
чином, набуває мультиплiкативного характеру. Ана-
лiз функцiї розподiлу свiдчить, що її вигляд визна-
чається спiввiдношенням мiж купiвельною спромож-
нiстю pe i рiвнем коливань цiни Ip: за малих значень
pe, Ip розподiл обмежено взагалi невеликими значен-
нями попиту Q, що вiдповiдає бiдному населенню i
низькопродуктивному стану; з ростом pe або Ip з’яв-
ляється максимум, що вiдповiдає середньому класу,
i розподiл попиту набирає бiмодального характеру; i
нарештi, при великих значеннях pe i малих значен-
нях Ip функцiя розподiлу має єдиний максимум, який
вiдповiдає кiнцевим значенням попиту Q (високопро-
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дуктивному суспiльству).
Роздiли 4, 5 присвяченi дослiдженню утiкаючо-

го хвоста, який представляє степеневу асимпто-
тику функцiї розподiлу, вiдому як закон Парето.
Ґрунтуючись на фактi, згiдно з яким така асимпто-
тика вiдповiдає самоподiбнiй економiчнiй структурi,
ми знаходимо, що умовою її реалiзацiї є переважання
коливань цiни над випадковими змiнами виробничої
функцiї та попиту. Однак у цьому випадку асимпто-
тика розподiлу попиту має вигляд степеневої функ-
цiї Q−ν з цiлим показником ν = 2, тодi як насправ-
дi вiн є дробовим. Вiдображення цiєї властивости до-
сягається замiною в стохастичних рiвняннях Лорен-
ца параметра порядку Q степеневою функцiєю Q

ν
2

з показником ν < 2. Це iстотно розширює дiлянку
iснування стратифiкованого суспiльства. Урахуван-
ня властивостей самоподiбности з використанням тех-
нiки дробового диференцiювання/iнтеґрування дає
змогу зв’язати показник Парето ν зi значенням ди-
намiчного показника z, що визначає закон еволюцiї
попиту, i параметром деформацiї q, величина якого
задає ентропiю Реньї, що визначає безлад самопо-
дiбної стохастичної системи. У результатi виявляєть-
ся, що еволюцiя надзаможного прошарку населення є
можливою тiльки за наявности пасток у просторi ста-
нiв. Стосовно до економiчної системи це означає iсну-
вання кризових явищ, якi перешкоджають розвитковi
суспiльства протягом досить тривалого часу.

I. ПОБУДОВА СИНЕРҐЕТИЧНОЇ МОДЕЛI

Оскiльки суспiльство є вiдкритою економiчною сис-
темою, доцiльно дослiджувати його в межах синерґе-
тичного пiдходу, що узагальнює термодинамiчну кар-
тину фазових перетворень [14]. Як показують прикла-
ди ґранульованих середовищ [15] i транспортних по-
токiв [16], у такiй постановцi задача зводиться до зна-
ходження рiвнянь еволюцiї параметра порядку, зв’я-
заного поля та керуючого параметра.

Для заданих значень лiквiдних коштiв U та цiни P
роль параметра порядку, що вiдрiзняє високопродук-
тивний стан вiд низькопродуктивного, вiдiграє функ-
цiя попиту Q(U,P ), яка представляє кiлькiсть товару,
що придбали за одиницю часу (в низькопродуктивно-
му, неупорядкованому станi маємо Q = 0, у високо-
продуктивному, упорядкованому Q 6= 0). Вiдповiдно,
зв’язане поле зводиться до виробничої функцiї F , що
визначається кiлькiстю продукцiї, виробленої за оди-
ницю часу (часу обiгу) залежно вiд кiлькости людей,
зайнятих у процесi, i вкладених (обiгових) коштiв. Ке-
руючий параметр представляє умовну цiну p ≡ P/U ,
яка визначається вiдношенням дiйсної цiни до наяв-
них коштiв.

У межах синерґетичного пiдходу еволюцiя системи
визначається системою самоузгоджених рiвнянь, якi
зв’язують швидкостi змiни Q̇, Ḟ , ṗ указаних величин
з їх значеннями Q, F , p. Узявши до уваги видiлену
роль параметра порядку Q (див. нижче), будемо вва-
жати рiвняння для змiни попиту в лiнiйному виглядi:

τQQ̇ = −Q + AQF. (1)

Тут перший доданок у правiй частинi враховує дебаїв-
ську релаксацiю попиту до нульового значення за час
τQ, другий доданок описує лiнiйну реакцiю швидко-
сти зростання попиту Q̇ на змiну виробничої функцiї
F (позитивна константа зв’язку AQ визначає силу цiєї
реакцiї).

Рiвняння для швидкости змiни виробничої функцiї
(зв’язаного поля) записується в нелiнiйному виглядi

τF Ḟ = −F + AF Qp, (2)

де перший доданок у правiй частинi має релаксацiй-
ну природу, що визначається часом τF , другий являє
собою позитивний зворотний зв’язок функцiї попиту
та умовної цiни зi швидкiстю змiни виробничої фун-
кцiї (AF > 0 — параметр зв’язку). Саме цей зв’язок є
причиною самоорганiзацiї економiчної системи.

Останнє з необхiдних рiвнянь визначає змiну умов-
ної цiни, що вiдiграє роль керуючого параметра:

τpṗ = (pe − p)−ApQF. (3)

На вiдмiну вiд (1), (2) тут перший доданок у пра-
вiй частинi описує релаксацiю не до нульового, а до
скiнченного значення pe, величина якого задається
зовнiшньою дiєю i представляє купiвельну спромож-
нiсть населення (τp — час автономної релаксацiї цi-
ни, Ap > 0 — константа зворотного зв’язку). Згiдно з
(3) зворотний зв’язок виробничої функцiї та попиту зi
швидкiстю змiни умовної цiни має негативний харак-
тер i вiдповiдно до принципу Ле-Шательє призводить
до її спадання.

Система синерґетичних рiвнянь (1)–(3) видiлена в
тому розумiннi, що випливає з найпростiшого лаґран-
жiяна i, таким чином, представляє найпростiшу реа-
лiзацiю системи, що самоорганiзується [13]. Для ана-
лiзу цiєї системи зручно скористатися безрозмiрними
величинами, вiднiсши час t, попит Q, виробничу фун-
кцiю F i значення умовної цiни p до масштабiв

tQ, Qc ≡ (AF Ap)−1/2,

Fc ≡ (A2
QAF Ap)−1/2, pc ≡ (AQAF )−1 (4)

вiдповiдно. У результатi економiчна еволюцiя пред-
ставляється безрозмiрною системою

Q̇ = −Q + F, (5)

σḞ = −F + Qp, (6)

δ ṗ = (pe − p)−QF, (7)

де введено вiдношення часiв релаксацiї
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σ ≡ τF

τQ
, δ ≡ τp

τQ
. (8)

Монотонний режим еволюцiї реалiзується, якщо ха-
рактерний час змiни попиту τQ набагато перевищує
вiдповiднi масштаби τF , τp виробничої функцiї та цi-
ни:

σ, δ � 1. (9)

Оскiльки безрозмiрнi швидкостi Q̇, Ḟ , ṗ мають одна-
ковий порядок, то умови (9) дозволяють знехтувати
лiвими частинами рiвнянь (6), (7), що приводять до
спiввiдношень

F = pe
Q

1 + Q2
, p =

pe

1 + Q2
. (10)

Отже, збiльшення попиту в iнтервалi, обмеженому
максимальним значенням Qc, приводить до зростан-
ня виробничої функцiї F i зменшення умовної цiни
p нижче вiд рiвня, що фiксується купiвельною спро-
можнiстю pe. Пiдстановка першої з рiвностей (10) до
(5) дає основне рiвняння економiчної еволюцiї у фор-
мi Ландау–Халатнiкова:

Q̇ = −∂V

∂Q
. (11)

Його вигляд визначаеться ефективним потенцiялом

V =
Q2

2
− pe

2
ln

(
1 + Q2

)
, (12)

що вимiрюється в одиницях Q2
c . При малих значеннях

купiвельної спроможности pe залежнiсть V (Q) має
монотонно зростаючий вигляд з максимумом Q0 = 0,
що вiдповiдає низькопродуктивному становi економi-
ки, у якому переважає бiдне населення. З ростом pe до
значень, що перевищують критичний рiвень pc, з’яв-
ляється мiнiмум (тут використанi розмiрнi величини)

Q0 = Qc

√
pe − pc, (13)

який вiдповiдає високопродуктивному стану, де пе-
реважає населення iз середнiми доходами (середнiй
клас). Iз синерґетичного погляду, такий стан вiдпо-
вiдає упорядкованiй фазi, у якiй виробнича функцiя
має стацiонарне значення F0 = AQQ0, а умовна цiна
зменшується до критичного значення p0 = pc.

Проведений розгляд показує, що використання си-
нерґетичної системи рiвнянь (5–7)дозволяє в адiя-
батичному наближеннi (9) зобразити самоузгоджену
картину переходу економiки з низькопродуктивного
стану до високопродуктивного.

II. ЕКОНОМIЧНА СТРУКТУРА
СУСПIЛЬСТВА

Основна особливiсть системи Лоренца (5–7) поля-
гає в тому, що вона представляється усередненими
значеннями попиту Q, виробничої функцiї F та умов-
ної цiни p, значення яких насправдi випадково змi-
нюються з часом. Для врахування цiєї обставини до-
дамо до правих частин рiвнянь (5–7) стохастичнi до-
данки

√
IQη(t),

√
IF η(t),

√
Ipη(t), якi визначаються

iнтенсивностями IQ, IF , Ip, вимiряними в одиницях
(AF Ap)−1, (A2

QAF Ap)−1, (AQAF )−2 вiдповiдно, i бi-
лим шумом η(t), який задається рiвностями

〈η(t)〉 = 0, 〈η(t)η(t′)〉 = δ(t− t′).

Тодi в межах адiябатичного наближення (9) виробни-
ча функцiя F й умовна цiна p роздiляються на детер-
мiнiстичнi складовi F , p̄ i стохастичнi добавки F̃ , p̃,
що визначаються рiвняннями

F = F + F̃ η, p = p̄ + p̃η; (14)

F ≡ peQ d(Q), F̃ ≡
√

IF + IpQ2 d(Q); (15)

p̄ ≡ pe d(Q), p̃ ≡
√

Ip + IF Q2 d(Q), (16)

де позначено d(Q) ≡ (1 + Q2)−1. У цих рiвняннях
детермiнiстичнi складовi зводяться до рiвнянь (10),
а флюктуацiйнi випливають iз вiдомої властивости
адитивности дисперсiй ґауссiвських випадкових вели-
чин [17].

Принципово важливою обставиною є те, що спо-
чатку ми ввели адитивнi шуми, iнтенсивностi яких
IQ, IF , Ip не залежали вiд параметра порядку Q, тодi
як використання синерґетичного принципу пiдпоряд-
кування в рiвностях (14–16) перетворює цi шуми на
мультиплiкативнi. У результатi рiвняння (5), допов-
нена стохастичними виразами (14–16), приводить до
рiвняння Ланжев’єна

Q̇ = f(Q) +
√

I(Q)η(t), f(Q) ≡ −∂V

∂Q
, (17)

де ефективна сила f задається потенцiялом (12), а
флуктуацiї попиту виражаються рiвнянням

I(Q) ≡ IQ +
(
IF + Ip Q2

)
d2(Q), (18)

що випливає з указаної вище властивости адитивно-
сти iнтенсивностей шумiв. Щоб уникнути непорозу-
мiнь, зазначимо, що пряме пiдставлення рiвнянь (14–
16) до (5) привело б до стохастичної добавки

[
I
1/2
Q +

(
I
1/2
F + I1/2

p Q
)

d(Q)
]
η(t), (19)
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квадрат амплiтуди якої вiдрiзняється вiд ефективної
iнтенсивности шуму (18). Щобiльше, безпосереднє ви-
користання адiябатичного наближення в рiвняннях
(6), (7) дає флюктуацiйнi добавки залежностей (14) у
виглядi F̃ ≡ (I1/2

F +I
1/2
p Q)d(Q), p̃ ≡ (I1/2

p −I
1/2
F Q)d(Q),

вiдмiнному вiд (15), (16). Остання з цих добавок явно
не має змiсту, оскiльки дає повну компенсацiю флук-
туацiй умовної цiни p̃, коли попит Q =

√
Ip/IF . Фор-

мальною причиною вказаної суперечности є немож-
ливiсть застосувати звичайнi методи аналiзу до сто-
хастичних рiвнянь (см. [17]).

Рiвняння Ланжев’єна (17) має нескiнченний набiр
випадкових розв’язкiв, розподiл яких P (Q, t) задаєть-
ся рiвнянням Фоккера–Планка [17]

∂P (Q, t)
∂t

=
∂

∂Q

{
−f(Q)P (Q, t) +

∂

∂Q
[I(Q)P (Q, t)]

}
.

(20)

У стацiонарному станi густина ймовiрности P (Q, t) не
залежить вiд часу, i вираз, що стоїть у фiгурних дуж-
ках правої частини (20), зводиться до нуля. У резуль-
татi приходимо до стацiонарного розподiлу

P (Q) = Z−1 exp{−W (Q)}, (21)

де Z — нормуюча стала, а ефективний потенцiял

W (Q) = ln I(Q)−
Q∫

0

f(Q′)
I(Q′)

dQ′, f ≡ − ∂V

∂Q
, (22)

визначається початковим значенням (12) та iнтенсив-
нiстю шуму (18). Рiвняння, що визначає положення
екстремумiв залежности W (Q) i розподiлу P (Q), має
вигляд

x3 − pex
2 − 2Ipx + 4(Ip − IF ) = 0, x ≡ 1 + Q2. (23)

Таким чином, форма розподiлу P (Q) не залежить вiд
iнтенсивности шуму IQ попиту Q i визначається зна-
ченням купiвельної спроможности pe та iнтенсивнос-
тями шумiв IF , Ip виробничої функцiї F й умовної
цiни p. Тому далi можна покласти IQ = 0 i визначити
ефективний потенцiял рiвняннями (12), (18), (22).

Згiдно з (23) цей потенцiял має мiнiмальне значен-
ня в точцi Q = 0, якщо купiвельна спроможнiсть pe

не перевищує критичного значення

p0
c = 1 + 2Ip − 4IF , (24)

що зростає зi збiльшенням коливань цiни товару i
зменшується з ростом флюктуацiй виробничої фун-
кцiї. Така ситуацiя вiдповiдає низькопродуктивному
становi в економiцi. Для дослiдження умов виникнен-
ня високопродуктивного стану розгляньмо спочатку

простий випадок IF = 0, у якому стацiонарний попит
отримує значення

Q2
± =

1
2

[
(pe − 3) +

√
(3− pe)2 + 4(2pe − 3 + 2Ip)

]
,

(25)

що випливає з (23) пiсля виключення кореня Q2 = 0.
Мiнiмальна величина

Q2
c =

1
2

[
(pe − 3)−

√
(pe + 7)(pe − 1)

]
(26)

досягається на прямiй (24), де IF = 0. Для купiве-
льної спроможности pe < 4/3 критичний попит Qc є
комплексним, а зi збiльшенням до значень pe > 4/3
стає дiйсним. Таким чином, трикритична точка

pe = 4/3, Ip = 1/6 (27)

визначає виникнення високопродуктивного стану. Як-
що pe < 4/3, то за умови (24) корiнь Q = 0 вiдповi-
дає мiнiмуму ефективного потенцiялу W (Q), тодi як
для pe > 4/3 — максимуму; вiдповiдно, коренi Q± ви-
значають симетричнi мiнiмуми високопродуктивного
стану.

Знайдемо умови iснування останнього. Покладемо
дискримiнант рiвняння (23) рiвним нулевi, отримуємо
вирази

Ip = 0, I2
p − Ip

[
27
2

(
1− pe

3

)
− p2

e

8

]
+

p3
e

2
= 0, (28)

останнiй з яких дає залежнiсть

2Ip =
[
27
2

(
1− pe

3

)
− p2

e

8

]

±

{[
27
2

(
1− pe

3

)
− p2

e

8

]2

− 2p3
e

}1/2

. (29)

Вона вiдповiдає кривiй pe(Ip), що перетинає горизон-
тальну вiсь у точках Ip = 0 та Ip = 27/2 i має макси-
мальне значення pe = 2 для

Ip = 2. (30)

Коли IF = 0, ця крива торкається прямої (24) в точцi
(27).

Зазначена картина зображена дiяграмою, наведе-
ною на рис. 1а. З неї видно, що для значень купiве-
льної спроможности, якi перевищують границю (24),
стацiонарний попит здобуває кiнцеве значення Q 6= 0
й економiка вiдповiдає високопродуктивному стано-
вi. За умов зниження купiвельної спроможности з’яв-
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ляється максимум розподiлу в точцi Q = 0, що вiд-
повiдає низькопродуктивному становi економiки. Пiд
кривою (29) цей максимум стає єдиним. Отже, коли-
вання цiни приводять до появи дiлянки мiж кривими
(24), (29), у якiй економiка може бути як у низько-,
так й у високопродуктивних станах. Ця дiлянка вiд-
повiдає стратифiкованому суспiльству, яке, згiдно з
рис. 1а, утворюється навiть за вiдсутности купiвель-
ної спроможности, якщо коливання цiни перевищує
порiг Ip = 27/2. У цьому випадку реалiзується карти-
на, властива режимовi самоорганiзованої критичнос-
ти [18,19].

Рис. 1. Дiяграма можливих станiв економiки при рiз-
них значеннях купiвельної спроможности pe, коливаннях
цiни Ip i флуктуацiях виробничої функцiї IF (величини pe,
Ip вiдкладенi за осями координат, значення IF = 0, 1, 2
вiдповiдають рисункам а, б, в). Кривi 1, 2 вказують гра-
ницi низькопродуктивного (а) i високопродуктивного (в)
станiв з дiлянкою, що вiдповiдає стратифiкованому суспi-
льству (б).

Розгляньмо нарештi загальний випадок, коли
флуктуацiї виробничої функцiї IF 6= 0. За таких умов

координати (27) трикритичної точки набирають ви-
гляду

pe =
4
3
(1− IF ), Ip =

1
6
(1 + 8IF ), (31)

а положення критичної точки (30) змiнюється склад-
нiше чином. Як видно з рис. 2, врахування флуктуа-
цiй виробничої функцiї IF 6= 0 приводить до пригнi-
чення низькопродуктивного стану, обмежуючи дiлян-
ку його iснування кiнцевими iнтервалами купiвельної
спроможности pe, коливань цiни Ip i флуктуацiй ви-
робничої функцiї IF . Згiдно з рис. 1б, 1в зi збiльшен-
ням останнiх до значення IF = 1 трикритична точка
(31) попадає на вiсь pe = 0, а для IF = 2 низькопро-
дуктивна дiлянка зникає зовсiм. Отже, коливання ви-
робничої функцiї трансформують низькопродуктив-
ний стан до високопродуктивного, що приводить до
появи середнього класу.

Рис. 2. Тривимiрна дiяграма iснування низькородук-
тивного стану.

III. ЗАКОН ПАРЕТО

Проведений розгляд показує, що залежно вiд ку-
пiвельної спроможности pe, рiвня коливань цiн Ip i
флуктуацiй виробничої функцiї IF , функцiя розподi-
лу попиту P (Q), яка вiдображає економiчну структу-
ру суспiльства, набирає вигляду, показаного на рис. 3.
Одномодовий режим (рис. 3в), притаманний високо-
продуктивному становi економiки, є характерним для
розвинених країн, де домiнує середнiй клас [20]. Бi-
модальний режим (рис. 3б), що вiдповiдає стратифi-
кованому суспiльству, спостерiгався в Росiї в 1990–тi
роки [21]. При цьому видiляється група надзамож-
ного населення, що вiдповiдає утiкаючому хвосту, де
розподiл попиту визначається степеневою залежнiстю
Парето

P ∝ Q−ν (32)

5
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з показником ν = 1 ÷ 2. Незважаючи на невелику
чисельнiсть цiєї групи, її доходи становлять не менш
нiж половину всiх накопичень населення, i розподiл
(32) вiдiграє важливу роль в економiчнiй структурi
суспiльства.

Рис. 3. Вигляд функцiї розподiлу попиту P (Q): а —
у низькопродуктивному станi (pe = 0.1, Ip = 1.1); б —
у режимi, який вiдповiдає стратифiкованому суспiльст-
ву (pe = 3, Ip = 2); в — у високопродуктивному станi
(pe = 3.5, Ip = 1.1).

Приступаючи до визначення закону Парето, вiдзна-
чимо, що його степенева форма є ознакою самопо-
дiбної системи, у якiй вiдсутнiй характерний масш-
таб [22]. Справдi, властивiсть самоподiбности вира-
жається однорiднiстю функцiї розподiлу:

P (Q/Qc) = Qν
cP (Q). (33)

Згiдно з (33) змiна масштабу Qc випадкової величини
Q приводить до мультиплiкативної змiни ймовiрности
її реалiзацiї P з характерним показником ν. Уводячи
масштабовану змiнну κ ≡ Q/Qc i функцiю розподiлу
P(κ) ≡ κνP (κ), можна переписати (33) у виглядi

P (Q) = Q−νP(κ), κ ≡ Q/Qc. (34)

Для самоподiбних систем, у яких вiдсутнiсть масшта-
бу виражається умовою Qc →∞, можна скористатися
границею κ → 0. При цьому функцiя P(κ) прямує до
постiйного значення, i розподiл P (Q) набирає степе-
невої форми (32).

Для кiлькiсного подання закону Парето будемо ви-
ходити з розподiлу (21), вигляд якого задається ефек-
тивним потенцiялом (22). Великi коливання виробни-
чої функцiї IF � IQ, Ip вiдповiдають виразовi

P (Q) ≈ I−1
F (1 + Q2)2 exp

{
I−1
F

∫
f(Q)(1 + Q2)2 dQ

}
,

f(Q) ≡ −Q + pe
Q

1 + Q2
, (35)

суттєво вiдмiнному вiд однорiдної функцiї (34). Роз-
подiл у потрiбному виглядi одержується в протилеж-
ному випадку Ip � IQ, IF :

P (Q) ≈ I−1
p

(
1 + Q2

Q

)2

(36)

× exp
{

I−1
p

∫
f(Q)(1 + Q2)2

Q2
dQ

}
∝ Q−2.

Таким чином, розкид коливань цiни приводить до
встановлення самоподiбного режиму, якому вiдповi-
дає однорiдна функцiя з цiлим показником ν = 2.

Вище ми бачили, що в загальному випадку (34)
цей показник зводиться до дробового значення ν < 2.
Для вiдображення цiєї обставини замiнимо параметр
порядку Q в системi Лоренца (5–7), доповненiй сто-
хастичними джерелами, степеневим множником Q

ν
2 .

Формально замiна параметра Q ≤ 1 збiльшеним зна-
ченням Q

ν
2 означає, що процес упорядкування впли-

ває на самоузгоджену поведiнку системи сильнiше,
нiж у випадку ν = 2. У результатi економiчна ево-
люцiя зображається фрактальною системою Лоренца
зi стохастичними джерелами:

τQQ̇ = −Q
ν
2 + AQF +

√
IQ η(t),

τF Ḟ = −F + AF Q
ν
2 p +

√
IF η(t), (37)

τpṗ = (pe − p)−ApQ
ν
2 F +

√
Ip η(t).

Для аналiзу цiєї системи зручно використати безроз-
мiрнi змiннi, вiдносячи час t, попит Q, виробничу
функцiю F , умовну цiну F , p i вiдповiднi iнтенсив-
ностi шумiв IQ, IF , Ip до масштабiв

τc ≡ τQ(AF Ap)
1
2−

1
ν ; Qc ≡ (AF Ap)−

1
ν ,

Fc ≡ (A2
QAF Ap)−

1
2 , pc ≡ (AQAF )−1; (38)

Ic
Q ≡ (AF Ap)−1 , Ic

F ≡ (A2
QAF Ap)−1,

Ic
p ≡ (AQAF )−2.

У результатi система (37) набирає найпростiшого ви-
гляду

Q̇ = −Q
ν
2 + F +

√
IQη(t),

(τF /τc)Ḟ = −F + Q
ν
2 p +

√
IF η(t), (39)
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(τp/τc)ṗ = (pe − p)−Q
ν
2 F +

√
Ipη(t).

Перш нiж розпочати аналiз функцiї розподiлу
P (Q), зазначимо, що в стацiонарному детермiновано-
му випадку система (39) дає розв’язок

Q0 = (pe − 1)
1
ν , ν ≤ 2, (40)

що узагальнює кореневу залежнiсть (13), яка вiдпо-
вiдає показниковi ν = 2. Використання деформованої
моделi Iзинґа показує [23], що показник ν визначаєть-
ся параметром деформацiї 0 ≤ q ≤ 1 згiдно з рiвнiстю

ν = 1 + q, (41)

з якого випливає 1 ≤ ν ≤ 2.
У межах адiябатичного наближення τF , τp � τc

економiчна еволюцiя надзаможного прошарку сус-
пiльства зводиться до аналiзу рiвняння Ланжев’єна
(17), де параметр порядку Q i знаменник d(Q) ≡
(1 + Q2)−1 замiнюються деформованими виразами
Q

ν
2 , dν(Q) ≡ (1 + Qν)−1. Тодi ефективна сила та iн-

тенсивнiсть шуму приймають форму

f(Q) ≡ −Q
ν
2 + peQ

ν
2 dν(Q), (42)

I(Q) ≡ IQ + (IF + IpQ
ν) d2

ν(Q), (43)

яка визначає вигляд розподiлу (21). Його максимум
задається рiвнянням

νIpQ
ν + Q1− ν

2 (1 + Qν)2 [(pe − 1)−Qν ]

= ν (Ip − 2IF ) , (44)

з якого видно, що коливання попиту не впливають
на його розподiл, тодi як флуктуацiї цiн i виробничої
функцiї позначаються критично. Границя стратифi-
кованого суспiльства задається умовою Q = 0, згiдно
з якою

Ip = 2IF . (45)

У критичному режимi виконується умова
∣∣∣ dQ
dpe

∣∣∣ = ∞,
яка приводить до рiвняння

Q1− ν
2 (1 + Qν)2

[(
5
2

+
1
ν

)
+

(
1
ν
− 1

2

)
Q−ν

]

−peQ
1− ν

2 (1 + Qν)
[(

3
2

+
1
ν

)
+

(
1
ν
− 1

2

)
Q−ν

]
(46)

= νIp.

Сумiсне рiшення системи (44), (46) в режимi само-
органiзацiї (pe = 0) приводить до дiяграми станiв,

показаної на рис. 4. З неї видно, що зменшення по-
казника ν суттєво розширює дiлянку коливань цiн Ip

i флуктуацiй виробничої функцiї IF , у якiй реалiзує-
ться стратифiковане суспiльство.

Рис. 4. Дiяграма станiв системи залежно вiд iнтенсив-
ностей коливання цiн Ip i виробничої функцiї IF (IQ = 0,
pe = 0). Пунктирна, суцiльна i штрихова кривi вiдповiда-
ють показникам Парето ν = 1.0, 1.5, 2.0. Ромби 1–4 вiд-
повiдають кривим на рис. 5. За аналогiєю з рис. 1. кривi
1, 2 вказують границi мiж дiлянками низько- i високопро-
дуктивного станiв зi стратифiкованим суспiльством.

Рис. 5. Утiкаючий хвiст функцiї розподiлу попиту при
ν = 1.5 та iнтенсивностях коливань, зазначених вiдповiд-
ними точками на рис. 4.

Стацiонарний розподiл попиту для iнтенсивностей
флуктуацiй цiни i виробничої функцiї, що вiдповiда-
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ють точкам 1–4 на рис. 4, має вигляд, показаний на
рис. 5. Вiдповiдно до попереднього аналiзу випливає,
що степенева поведiнка, притаманна законовi Парето,
реалiзується за умов IQ, IF � Ip, pe = 0. При цьому
функцiя розподiлу набирає вигляду (34), де експонен-
цiяльний множник визначається виразом

P(Q) = Z−1d−2
ν (Q) exp

{
−I−1

p

∫
d−2

ν (Q)
Q

ν
2

dQ

}
,

dν(Q) ≡ (1 + Qν)−1. (47)

Тут Z — нормуюча стала, а безрозмiрна функцiя по-
питу Q, вiднесена до масштабу Qc (див. друге рiвнян-
ня (38)), вiдiграє роль скейлiнґової змiнної κ ≡ Q/Qc

в (34). Оскiльки для Q → 0 iнтеґрал у (47) веде себе
реґулярно, то отриманий розподiл зводиться до сте-
пеневого закону Парето (32).

IV. ФРАКТАЛЬНЕ ЗОБРАЖЕННЯ
САМОПОДIБНОГО РЕЖИМУ ЕКОНОМIКИ

Ураховуючи визначення iнтеґрала дробового по-
рядку (див. Додаток), легко помiтити, що функцiя
(47) зводиться до iнтеґрала I1− ν

2
−Q порядку 1− ν

2 :

P(Q) = Z−1d−2
ν (Q)

× exp
{
−

Γ(1− ν
2 )

Ip
I1− ν

2
−Q d−2

ν (Q)
}

, (48)

де Γ(x) — гамма-функцiя. З другого боку, вiдомо
[24], що вираз такого типу є розв’язком дробово-
диференцiяльного рiвняння Фоккера–Планка

Q−νDω
t P(Q, t) = D$

−Q

×
{

Q−
ν
2P(Q, t) +

Ip

Γ ($)
D$
−Q

[
d2

ν(Q) P(Q, t)
]}

, (49)

де дробова похiдна D$
x , що визначена рiвнянням

(A.2), являє собою операцiю, обернену до дробового
iнтеґрала (A.1); ω ≤ 1, $ ≤ 1 — показники дифе-
ренцiювання. Домножуючи рiвняння (49) на Q2$ та
усереднюючи за Q, для середньої величини дробового
порядку α ≡ 2$

|Q| ≡ 〈Qα〉 1
α , 〈Qα〉 ≡

∞∫
−∞

QαP (Q, t)dQ, α > 0, (50)

де розподiл P (Q, t) задається однорiдною функцiєю
(34), отримуємо

|Q|z ∼ t, z =
2$

ω
. (51)

Цей вираз вiдповiдає границi великого часу, де тiльки
дифузiйний внесок є суттєвим, z — динамiчний показ-
ник. Комбiнування рiвнянь (48), (51) та (A.1) приво-
дить до спiввiдношень 1 − ν/2 = $ = zω/2, згiдно з
якими

ν = 2− zω. (52)

У наближеннi середнього поля розподiл (34) має по-
казник ν = 3/2, що приводить до спiввiдношення [25]

zω =
1
2
. (53)

Якщо процес еволюцiї системи характеризується вiд-
сутнiстю пасток у просторi станiв, то показник похiд-
ної за часом набуває стацiонарного значення ω = 1
для динамiчного показника z = 1

2 , значення якого
менше вiд граничної величини z = 1, що вiдповiдає
лiнiйному законовi економiчної еволюцiї (51). З iншо-
го боку, дробово-диференцiяльне рiвняння Фоккера–
Планка (49) приводить до дифузiйного режиму, який
вiдповiдає показниковi z = 2 тiльки за малих значень
ω = 1

4 показника похiдної за часом.
Таким чином, у наближеннi середнього поля, коли

ν = 3
2 , $ = 1

4 , самоподiбний режим економiчної ево-
люцiї характеризується наявнiстю ефективних пасток
у просторi станiв, i реалiзується режим субдифузiї,
за умов якого динамiчний показник набуває значен-
ня z > 2 [26]. У результатi показник похiдної за часом
не перевищує величини ω = 1

4 .
Розгляньмо зв’язок зазначених показникiв з пара-

метром деформацiї q, який визначається ентропiєю
Реньї

Sq ≡
ln

∑
i P q

i

1− q
, (54)

що набуває стандартної форми Больцмана для гра-
ницi q → 1 (тут iндекс i нумерує статистичнi стани).
Згiдно з [27] еволюцiя q-деформованої системи зобра-
жується нелiнiйним рiвнянням Фоккера–Планка

Dω
t P (Q, t) = D2

−QP q(Q, t) (55)

з дробовими показниками ω > 0, q > 0 (одиницi вимi-
рювання обранi так, щоб позбутися коефiцiєнта дифу-
зiї). Для самоподiбної нормованої функцiї розподiлу

P (Q, t) = Q−1
c P(κ); κ ≡ Q/Qc, Qc ≡ Qc(t) (56)

отримуємо

Q1+q
c ∼ tω. (57)
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З другого боку, використання дробово-диференцiяльного
рiвняння Фоккера–Планка типу (49)

Dω
t P (Q, t) = D2$

−QP (Q, t) (58)

приводить до залежности

Q2$
c ∼ tω. (59)

Її порiвняння з (57) дає зв’язок

1 + q = 2$. (60)

Оскiльки середнє значення |Q| у (50) зводиться для
самоподiбних систем до масштабу Qc, то з рiвнянь
(51), (57) i (59) випливає спiввiдношення

1 + q = zω. (61)

Вище ми показали, що типове значення величини
zω не перевищує 1 (так, у наближеннi середнього поля
маємо (53)). У результатi виявляється, що умова (61)
не виконується i наведений режим економiчної еволю-
цiї не реалiзується. Як вiдомо [26], такий режим вiд-
повiдає супердифузiї, яка забезпечується польотами
Лєвi, що представляють випадковi (включаючи не-
скiнченнi) змiщення блукаючої частинки. Процес су-
пердифузiї характеризується динамiчним показником
z ≡ 2$/ω, величина якого визначається iндексом Лєвi
α. Останнiй задає ймовiрнiсть змiщень x

p(x) ∼ x−(D+α) (62)

у просторi станiв з фрактальною розмiрнiстю D. При
α < 2 показник z зводиться до iндексу Лєвi (z =
α < 2), а для α ≥ 2 вiдповiдає звичайнiй дифузiї
(z = 2) [28]. Основна особливiсть польотiв Лєвi поля-
гає в тому, що випадковий процес розвивається без-
перервно в часi, але дискретно у просторi.

Зовсiм протилежну ситуацiю спостерiгаємо при
субдифузiї, коли змiщення неперервнi в просторi, але
завдяки дiї пасток дискретнi в часi. Вище ми бачили,
що така ситуацiя вiдповiдає еволюцiї надзаможного
прошарку суспiльства, де показник похiдної за часом
ω < 1 набуває дробових значень. На мiкроскопiчно-
му рiвнi процес субдифузiї зображається розподiлом
Цаллiса [27,29]

p(x) ∝
[
1− β(1− q)x2

] 1
1−q , β = const > 0, (63)

де параметр q > 1 фiксується показником Лєвi α згiд-
но з рiвнянням

q = 1 +
2

D + α
. (64)

Порiвняно зi стандартним експоненцiяльним виразом
перевага степеневого розподiлу (63) полягає в тому,
що для всiх показникiв α > 0 вiн дає скiнченнi зна-
чення q-зваженого середнього

〈x2〉q ≡
∫

x2pq(x)dDx, (65)

оскiльки пiдiнтеґральна функцiя змiнюється як
x−(1+α). У результатi закон випадкових блукань на-
бирає вигляду

〈x2〉q ∼ tω, ω =
{

q − 1, α, q < 2;
1− (q − 1)D

2 , α ≥ 2, q > 1.
(66)

На вiдмiну вiд закону супердифузiї (59), де $ < 1,
ω = 1, у випадку субдифузiї маємо оберненi спiввiд-
ношення $ = 1, ω < 1, i остання рiвнiсть (51) дає
динамiчний показник z > 2. У загальному випадку
$,ω 6= 1, пiдстановка (66) в (61) приводить до рiв-
нянь

z =

{
1+q

1−D
2 (q−1)

, 1 < q ≤ qD;
1+q
q−1 , qD ≤ q ≤ 2,

(67)

де введено граничний параметр деформацiї

qD ≡ 4 + D

2 + D
. (68)

Вiдзначимо, що знайденi спiввiдношення (66) — (68)
визначають процес субдифузiї не в реальному геомет-
ричному просторi, а в просторi станiв з фрактальною
розмiрнiстю D.

Проведений розгляд показує, що дiя стохастичних
джерел i фрактальний зворотний зв’язок дають змо-
гу описати основнi особливостi економiчної струк-
тури суспiльства на основi системи Лоренца (39).
При цьому надзаможний прошарок стратифiковано-
го суспiльства характеризується степеневим розподi-
лом (34), показник ν якого визначається iнтенсивнiс-
тю процесiв самоорганiзацiї. З iншого боку, викорис-
тання дробово-диференцiяльного рiвняння Фоккера–
Планка (49) показує, що величина ν задається дина-
мiчним показником z та показником похiдної за ча-
сом ω згiдно з рiвнiстю (52). У результатi стандартне
спiввiдношення (53) виконується тiльки за наявности
пасток у просторi станiв, де ω < 1. Стосовно економiч-
ної системи це означає наявнiсть кризових явищ ти-
пу фiнансових крахiв, що перешкоджають розвитковi
суспiльства протягом досить тривалого часу. Подiб-
ний висновок випливає також iз рiвняння Фоккера–
Планка, записаного в нелiнiйнiй формi Цаллiса (55).
При заданому значеннi показника деформацiї q еко-
номiчна еволюцiя вiдповiдає процесовi субдифузiї, що
визначається показником похiдної за часом (66) та ди-
намiчним показником (67).
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ДОДАТОК

Iнтеґрал дробового порядку $ визначається рiв-
нянням [30,31]

I$
x f(x) ≡ 1

Γ ($)

x∫
0

f(x′)
(x− x′)1−$

dx′, $ > 0, (A.1)

де f(x) — довiльна функцiя, Γ(x) — гамма-функцiя.
Похiдна D$

x ≡ I−$
x є оберненою операцiєю:

D$
x f(x) ≡ 1

Γ (−$)

x∫
0

f(x′)
(x− x′)1+$

dx′. (A.2)

У дiлянцi 0 < $ < 1 зручно використати вираз

D$
x f(x) ≡ $

Γ (1−$)

x∫
0

f(x)− f(x′)
(x− x′)1+$

dx′, (A.3)

де враховане вiдоме рiвняння xΓ(x) = Γ(x + 1) для
x ≡ −$.
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A synergetic model allowing to present the economic society structure and crisis phenomena in macroeconomy
was developed. It was shown that a deterministic economic system turns into a highly-productive state, if the
purchasing capacity exceeds the critical value. The economic society structure was presented by demand distri-
bution function the form of which is given by the stationary solution of synergetic equations supplemented with
stochastic sources. It was shown that the existence of the super-rich layer is possible only in the presence of crisis
phenomenon a which hinder the society is development during a long time.
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